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1 
L'objet de cet article est de demontrer le theoreme suivant. Soit 
± .k! k. dk(z)= (-1)'~z -•. 
i=O l. 
Alors 
d0(z) d1(z) d2(z) dn(z) 
d1(z) d2(z) d3(z) dn+l(z) 
= ( fi k!fzn(n+l). d2(z) d3(z) diz) dn+iz) 
k=O 
dn(z) dn+l(z) dn+2(z) d2n(z) 
(1) 
(2) 
Un cas particulier remarquable est donne par z = 1. En effet, dk(1) n'est autre que le 
nombre dk de derangements, c'est-a-dire de permutations sans points fixes, d'un 
ensemble de k elements. 
On retrouve ainsi, une formule numerique obtenue dans [2] au moyen du 
developpement en fraction COntinue de la Serie formelle f.~=O dnzn. 
2 
II est bien connu [1] que 
et que la fonction generatrice des dn est 
Posons 
On a 
00 d xn e-x 
G(x)= 2: _n_=-. 
n=O n! 1-X 
( 
(j+i-2 ) 
~n(G(x)) = det i+i-2 G(x) . OX i,j=l,2, ... ,n 
(m;:l, k!)2e-nx 
~n(G(x))= (1 -x)(n2) 
327 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
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DEMONSTRATION. Cette formule est correcte pour n = 1 et n = 2. En effet, 
-x 1 e --
1-x ~(G(x)) = 
( 1 1 ) x( 1 2 2 ) e-x -1-x +(1-xf e- -1-x -(1-x)2+(1-x)3 
c'est-a-dire, par un calcul immediat, 
e-2x 
~(G(x)) = (1- x)4. 
Supposons Ia formule (6) vraie pour n = 1, 2, ... , met calculons 0Ym+1(G(x)) par Ia 
formule de Sylvester 
0) (G( )) = ~(0Ym(G(x))) 
m+l X 0Ym-l(G(x)) . (7) 
(Nous avons deja utilise cette technique dans [3], oii l'on trouvera d'autres exemples: 
nombres de Bell, de Catalan, coefficients binomiaux centraux). Par l'hypothese de 
recurrence, 
Ainsi 
1 
mz 
-m+--
1-x 
mz 
-m+--1-x 
2 2m
3 m2(m2 + 1) ' 
m ---+-...o..._-~ 
1-x (1-x)2 
mz(llk',:ol k!)4e-2mx 
(1-x)<Zm2+z) 
La formule de Sylvester et une nouvelle utilisation de l'hypotbese de recurrence 
donnent finalement 
mz(llk',:ol k!)4e-2mx (1 -x)<m-1)2 
0Ym+l(G(x)) = (1 - x)<2m2+z) X (llk'=J k!)ze-<m-l)x' 
mz((m -1)!)2(llk',:ol k!)ze-(m+l)x 
0Ym+l(G(x))= (1 -x)(m+lf ' 
(llk'=o k!)2e -(m+l)x 
0Ym+l(G(x))= (1 -x)(m+l)2 ' 
c'est-a-dire (6), oii n est remplace par m + 1. 
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Pour obtenir la forrnule annoncee, il reste finalement a noter que, d'apres (4), 
ak 1 ( 1 ) 
a 
kG(x)=-
1
-e-xdk --, 
x -x 1-x (8) 
a introduire (8) dans la definition (5), a comparer avec la forrnule (6), puis a poser 
z = 1/(x -1). 
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